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Schwebefanten — Losungen

© Aufgabe 1 (Simpsons Paradoxon und Briiche* (nur fiir die Klassen 7/8) [4 Punkte]).
Seien a, b, x, y, a’, V', 2’, y' positive Zahlen. Zeige:

a+b > a +v
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r+y o +y
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Hinweis. Es geniigt, ein einziges Gegenbeispiel anzugeben. Die Studien von Levitathan
und Wolkenschlosschen liefern ein solches Beispiel!

Losung. Wir verwenden die Zahlen aus den Studien von Levitathan und Wolken-
schlosschen. Dazu setzen wir

a:=21
r:=214+2=23
a =72
¥ =72+ 18 =90
b:=52
y:=052+32=284
b =11

'~

y =11+ 13 = 24.

Dann gilt
52 11 ¥

/
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a+b 73 83 a +v
= — — = — @
z+y 107 114 '+

© Aufgabe 2 (Vermeidung von Simpsons Paradoxon* (nur fiir die Klassen 7/8) [4 Punkte]).

1. Seien a,b,a’, V', z,y positive Zahlen. Zeige:

b _ v b T
Aus > — > — folgt at > @t .
Y Y T+y Tty

und

SRS
SHEER

2. Wie kann dies zur Vermeidung von Simpsons Paradoxon eingesetzt werden?

Losung. Zu 1. Es gelte a/z > a//x und b/y > b'/y. Da x und y positiv sind, folgt
daraus bereits, dass a > o’ und b > b’ ist. Also ist a +b > @’ + V', und damit (da mit
2 und y auch x + y positiv ist)

a+b - a +b
r+y  xzty’

Zu 2. Wahlt man die Gruppen, auf denen die verschiedenen Methoden getestet
werden, gleich grof}, so kann Simpsons Paradoxon nach dem ersten Teil nicht auftreten.
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[Im Schwebefantenbeispiel hétte man also die Methode S und die Methode G auf
der gleichen Anzahl an jungen Elefanten testen sollen (und ebenso auch fiir die alten
Elefanten).] ()

© Aufgabe 3 (einfache Verhiltnisse?* [4 Punkte]). Seien a,x,a’, 2’ postive Zahlen. Welche
der folgenden Aussagen sind immer wahr? Begriinde Deine Antwort durch einen Beweis
oder ein Gegenbeispiel!

/! a+a/

1. Ist 4 > 1 und @ > 1, so gilt auch > 1.
x x’ x+
/ /
2. Ist EZIunda—/SL so gilt a—s—a/ =1
T T r+x

Losung. Zu 1. Diese Aussage ist wahr, denn: Es gelte a/x > 1 und a'/2’ > 1. Da x
und x’ positiv sind, folgt @ > x und o’ > 2/, und damit a + o’ > z + 2’. Da mit  und
2’ auch x + 2’ positiv ist, erhalten wir daraus

i
a—+a > 1
z+ax

Zu 2. Diese Aussage ist im allgemeinen nicht wahr, denn: Es geniigt ein Gegenbei-
spiel anzugeben. Ein solches ist

a:=2
r:=1
a =1
=1,
denn: Es gilt
a 2 a 1
—=-2>1 d —=-<1
x 1~ e T
aber ;g
a+a
z+x’:§7§1' ©

© Aufgabe 4 (Steuersenkung?* [4 Punkte]). Auf dem Planeten Obolus méchte der Fi-
nanzminister Max Tax die neuen Steuersétze fiir 2020 so festlegen, dass im Vergleich
zum Jahr 2019 in jeder Einkommensgruppe der Steuersatz sinkt und die Gesamtsteuer-
einnahmen trotzdem steigen. Wie kann er das erreichen? Begriinde Deine Antwort!

Einkommen | Steuerzahler in 2019 alter Steuersatz ‘ Steuerzahler in 2020 neuer Steuersatz

5000 5000 5% 3000
10000 10000 10% 11500 !
100000 1000 20% 1500 ?



Losung. Der Finanzminister kénnte zum Beispiel die folgenden Steuersétze festsetzen:

Einkommen | neuer Steuersatz

5000 4%
10000 9%
100000 19%

In jeder Einkommensgruppe ist der neue Steuersatz somit geringer. Wir bestimmen
nun noch die Gesamtsteuereinnahmen:

e im Jahr 2019 erhalten wir

5 10 20
5000 - 100 5000 + 10000 - 100 10000 + 1000 - 100" 100000 = 31250000
e im Jahr 2020 erhalten wir
3000 4 5000 + 11500 9 10000 + 1500 19 100000 = 39450000
100 100 100 N
Also sind die Gesamtsteuereinahmen im Jahr 2020 hoher als im Jahr 2019. ©

© Aufgabe 5 (kleines Simpson-Paradoxon?** (empfohlen ab Klasse 9) [4 Punkte]). Gibt
es a,z,a’ 2’ b,y by € {1,2} mita <z, a <2/, b<y, b <y und

b

a+b d+b
- un
Yy
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= < ?
yl Z._’_y xl+y/
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/
a _ a
—>— und
T T
Begriinde Deine Antwort!

Hinweis. Die vorigen Aufgaben konnen helfen, den Suchraum deutlich einzugrenzen.
Falls Du ein Computerprogramm verwendest, solltest Du auch den Quellcode einrei-
chen und erkldren, was das Programm macht.

Losung. Wir betrachten

a:=1, z:=2, dad:=1, 2':=
b:=1, =1, ¥:=2 ¢ .=
Dann ist ) , ) ) ) ¥
2 y 1 2y
und
a+b72<3ia’+b’
r4+y 3 4 242

Wie kann man ein solches Beispiel finden? Aufgabe 2 zeigt uns, dass wir kein solches
Beispiel finden konnen, wenn x = 2’ und y = ¢’ gleichzeitig erfiillt ist. AuBlerdem gilt
unter den gegebenen Voraussetzungen: Ist a = 1 und & = 2, so folgt bereits ' = 1 und
2’ = 2. Auf diese Weise bleiben nur noch wenige Fille zu betrachten. ©



© Aufgabe 6 (noch mehr Ungleichungen*** (empfohlen ab Klasse 9) [4 Punkte]). Seien
z,y,z > 0.
1. Zeige: Ist x < 1, y <1, 2 < 1, so folgt
x Yy z
<
1—|—y-z+ 1+:c-z+ 142y —

2. Gilt dies auch ohne die Einschrinkung, dass z < 1 ist? Begriinde Deine Antwort!

Losung. Zu 1. Da der Ausdruck
x Y z
1+y~z+1+x~z+1—|—x~y

in z, y, z symmetrisch ist, kénnen wir 0 < z <y < z <1 annehmen. Daher ist

x n Y n z < x n Y n z
1+y-2 1+z-2 1+z-y 142y 1+z-y 142x-y
_rt+y+=z
14y’

Wegen z,y,z < 1 ist

zt+yt+z=—1-z)-1—y)+1+z-y+=2
<0+1+z-y+=2
<l4+z-y+1
<2-(1+z-y).
Zusammen mit der obigen Abschétzung erhalten wir daher
x n y n z <x+y+z<2~(1+x'y)
1+y-2 1+z-2 1+z-y~ 142y = 1+z-y
Zu 2. Nein, ist x > 1, so gilt die Ungleichung im allgemeinen nicht, denn: Es gentigt,

ein Gegenbeispiel anzugeben.
Wir wéhlen dazu

z:=100, y:=1, z:=1.
Dann sind y < 1 und z < 1, aber es gilt
x Y z T 100

> =— >2
1+y~z+1+x~z+1+x~y_1—|—y-z 2 @
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