Schulerzirkel I\/Iathematik@

Fakultat fur Mathematik. Universitat Regensburg

Chromatosaurier

Bis vor 88 Millionen Jahren ein Regenbogen abgestiirzt ist und dadurch die Farben
zu Bruch gegangen sind, waren Chromatosaurier die farbenfrohsten Dinosaurier. Das
Besondere an Chromatosaurieren sind ihre farbigen Skelette:

Das Skelett eines Chromatosauriers hat einen gewissen Skeletttyp und dieser ist
durch eine zuléssige Farbung gefirbt. Ein Skeletttyp ist dabei eine endliche Ansamm-
lung von Knochen und Gelenken mit den folgenden Eigenschaften:

(S1) Jeder Knochen verbindet zwei verschiedene Gelenke.
(S2) Je zwei Gelenke sind durch héchstens einen Knochen miteinander verbunden.

(S3) Das Skelett ist zusammenhéngend, d.h. zu je zwei Gelenken gibt es eine Folge
von Knochen, mit der man von dem einen Gelenk zum anderen gelangt.

Eine zulassige Farbung ist eine Féarbung der Gelenke, sodass

(S4) je zwei Gelenke, die durch einen Knochen miteinander verbunden sind, verschie-
dene Farben besitzen.

Beispiel. Links ist ein Skeletttyp eines Chromatosauriers zu sehen; die Zahlen geben
die Farben einer zuldssigen Farbung an. In der rechten Abbildung ist keine der Bedin-

gungen (S1), (S2), (S3) erfiillt.

Die Chamaéleonzahl ch S eines solchen Skeletttyps S ist die kleinste Anzahl von Far-
ben, die nétig ist, um die Gelenke von S zuléssig zu farben.

Da aus versteinerten Chromatosaurierskeletten die Farbungen nicht mehr direkt zu
rekonstruieren sind, ist es fiir Chromatosaurologen essentiell, die Chaméleonzahl der
gefundenen Skeletttypen zu bestimmen. Da dies nicht immer ganz einfach ist, wollen
wir den Chromatosaurologen ein bisschen helfen und wenigstens die eine oder andere
Abschétzung herleiten.

Zum Einstieg betrachten wir Knochenknoten: Ist n eine natiirliche Zahl, so bezeich-
net man einen Skeletttyp als n-fachen Knochenknoten K,,, wenn er genau n Gelenke
besitzt und jedes Gelenk mit jedem anderen durch einen Knochen verbunden ist. Links
ist zum Beispiel ein dreifacher Knochenknoten zu sehen, rechts ein fiinffacher.

VAN 4

Beispiel (Knochenknotenabschatzung). Sei n eine natiirliche Zahl. Ist S ein Skeletttyp
eines Chromatosauriers, der einen n-fachen Knochenknoten enthélt, so ist ch S > n.

Losung. Ist K, ein n-facher Knochenknoten in S, so sind in einer zuléssigen Farbung
von S alle Gelenke von K, verschieden gefirbt (da ja je zwei davon durch einen
Knochen direkt verbunden sind und deshalb unterschiedliche Farben erhalten miissen).
Also werden mindestens n Farben benttigt. Somit ist ch S > n. ©

Thema vom 22. Oktober 2018. Einsenden der Lésungen bis 7. Dezember 2018.

Schiilerzirkel Mathematik, Fakultdt fir Mathematik, 93040 Regensburg
http://www.mathematik.uni-r.de/schuelerzirkel, schueler.zirkel@mathematik.uni-regensburg.de
Allgemeine Informationen zur Teilnahme: http://www.mathematik.uni-r.de/schuelerzirkel
Allgemeine Hinweise zum Lsen von Aufgaben: http://www.mathematik.uni-r.de/schuelerzirkel



Schulerzirkel I\/Iathematik@

Fakultat fur Mathematik. Universitat Regensburg

© Aufgabe 1 (Tetrachromatosaurier* (nur fiir die Klassen 7/8) [4 Punkte]). Bei Ausgra-
bungen wurde der folgende Chromatosaurierskeletttyp entdeckt.

Welche Chaméileonzahl besitzt er? Begriinde Deine Antwort!

Hinweis. Du musst zeigen, dass es eine zulissige Farbung mit der behaupteten Anzahl
von Farben gibt und dass es keine zuléssige Farbung mit weniger Farben gibt!

© Aufgabe 2 (Schwarz-WeiB?!* (nur fiir die Klassen 7/8) [4 Punkte]). Kann es einen
Chromatosaurier mit genau 2019 Gelenken und 2019 Knochen gegeben haben, dessen
Gelenke mit nur zwei Farben gefarbt waren? Begriinde Deine Antwort!

Hinweis. Beachte, dass jeder Chromatosaurier (S3) erfiillt!

© Aufgabe 3 (Gradabschitzung* [4 Punkte]). Der Grad d(S) eines Skeletttyps S ist die
grofite Anzahl von Knochen, die in einem Gelenk von S' zusammentreffen.

1. Bestimme fiir jede natiirliche Zahl n den Grad d(K,) des n-fachen Knochenkno-
tens K.

2. Zeige: Fiir jeden Skeletttyp S gilt ch S < d(S) + 1.

© Aufgabe 4 (Baum-Chromatosaurier® [4 Punkte]). Chromatosaurier, die auf Biumen
lebten, haben die folgende zusétzliche Eigenschaft: Thre Skeletttypen enthalten keine
Knochenkreise. Ein Knochenkreis ist dabei eine nicht-leere Folge ¢, ...,g, von ver-
schiedenen Gelenken, so dass es Knochen zwischen g; und gs, zwischen go und gs, ...,
zwischen g,,_1 und g,, sowie zwischen g, und g; gibt.

Zeige: Ist S der Skeletttyp eines Baum-Chromatosauriers, so ist ch S < 2.

Hinweis. Der linke Skeletttyp konnte von einem Baum-Chromatosaurier stammen, der
rechte nicht.

Iasesalie tose

© Aufgabe 5 (Knochenabschitzung** (empfohlen ab Klasse 9) [4 Punkte]). Sei S ein Ske-
letttyp mit genau k Knochen. Zeige, dass dann folgendes gilt:

chS-(chS—-1)<2-k

© Aufgabe 6 (Chromatosaurus Rex*** (empfohlen ab Klasse 9) [4 Punkte]). Zeige, dass
es einen Skeletttyp S gibt, der keinen dreifachen Knochenknoten enthélt, und trotz-
dem ch S > 4 erfiillt.

Hinweis. Es gibt eine Losung mit elf Gelenken.



