Schulerzirkel I\/Iathematik@

Fakultat fur Mathematik. Universitat Regensburg

1IH1LLLL111]
AL
Induktion 21
O+1+4+14+1+1+14+14+1+1+... MIIIIIIII

Wir beschiftigen uns im folgenden mit einem wichtigen Aspekt der natiirlichen
Zahlen, dem sogenannten Prinzip der vollstdndigen Induktion.

Knobelaufgabe 1 (Parkplatzpuzzle). Der 22013 x 22013_Frachtraum eines Raumfrachters

soll mit kleinen L-Tromino-Raumgleitern t gefiillt werden, ohne dass sich diese
iiberlappen. Auf einem der Felder des Frachtraums steht jedoch ein Container. Kann
der restliche Frachtraum immer mit Raumgleitern gefiillt werden, unabhéngig davon,
auf welchem Feld der Container steht?

Wie kann man ein solches Problem angehen? Man kénnte natiirlich alle moglichen
Konfigurationen (z.B. mit Hilfe eines Computers) durchprobieren. Aber selbst wenn
man es auf diese Weise tatsdchlich schafft, eine Antwort auf die obige Frage zu
erhalten, ist diese Losung unbefriedigend, da sie sich nicht ohne weiteres auf andere
Frachtraumgréfien verallgemeinern ldsst.

Im folgenden werden wir das Induktionsprinzip kennenlernen, das helfen kann,
Aussagen iiber die natiirlichen Zahlen zu beweisen. Insbesondere werden wir so auch
eine elegante Antwort auf das verallgemeinerte Parkplatzpuzzle erhalten.

Thema vom 15. Mé&rz 2013. Einsenden der L&sungen bis 9. Mai 2013.
Schiilerzirkel Mathematik, Fakultat fiir Mathematik, 93040 Regensburg
http://www.mathematik.uni-r.de/schuelerzirkel, schueler.zirkel@mathematik.uni-regensburg.de



01 2

ALl

01 2

AN

01 2

01 2

Abbildung 1: Jeder kippende Dominostein sto3t den néchsten an ...

1  Induktion

1.1 Das Induktionsprinzip

Den natiirlichen Zahlen N = {0, 1,2, ... } ist das Prinzip der vollstdndigen Induktion
zZueigen:

Prinzip der vollstandigen Induktion. Sei M eine Menge natiirlicher Zahlen, die folgende
Bedingungen erfiillt:

(0) Induktionsanfang. Es ist 0 € M.

(4+1) Induktionsschritt. Fiir alle natiirlichen Zahlen n gilt: Ist n in M, so ist auch n+1
in M.

Dann ist M = N, d.h. M enthélt alle natiirlichen Zahlen.

Das Induktionsprinzip besagt, dass jede natiirliche Zahl, ausgehend von 0 durch
hinreichend h#ufige Anwendung von ,+1“ erreicht werden kann. Wir kénnen uns
das Induktionsprinzip auch wie folgt vorstellen: Wir stellen auf der Zahlengeraden
an jeder natiirlichen Zahl einen Dominostein auf. Wenn wir den Stein bei 0 anstoflen
und zum Kippen bringen (Induktionsanfang) und wir fiir jeden Stein wissen, dass
er, wenn er kippt, auch seinen rechten Nachbarn anstoft und zum Kippen bringt
(Induktionsschritt), dann werden alle Dominosteine umkippen (Abbildung 1).

Das Induktionsprinzip héngt mit weiteren wichtigen Prinzipien zusammen, nédmlich
mit dem Rekursionsprinzip und dem Wohlordnungsprinzip (s. Anhang).
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1.2 Ein Beispiel

Wir zeigen nun an einem Beispiel, wie uns das Induktionsprinzip helfen kann, Aus-
sagen iiber natiirliche Zahlen zu beweisen:

Beispiel 2. Fiir alle natiirlichen Zahlen n gilt

n‘(n—kl).

O+1+24-+n=—7"

Losung. Wir beweisen die Behauptung durch vollstdndige Induktion. Dazu betrach-
ten wir die Menge
n-(n+1)

M::{neN‘0+1+2+---+n=f}.

Induktionsanfang. Es ist 0 in M, denn

0-(0+1)

0=
2

Induktionsschritt. Sei n in M (dies ist die sogenannte Induktionsvoraussetzung).
Dann ist auch n + 1 in M, denn: Es gilt

0+14+2+4 - +n+1)=0+1+2+ - +n)+ (n+1).

Da n € M ist, konnen wir den Term in der ersten Klammer auf der rechten Seite
durch n - (n + 1)/2 ersetzen. Insgesamt erhalten wir somit

0+14+2+44+n+1)=0+1+24--+n)+(n+1)

:n-(n2—|—1)+(n+1)
n-(n+1)+2-(n+1)
2

(n+2)-(n+1)
2
(n+1)-(n+1)+1)
5 :

Also ist auch n + 1 in M.

Nach dem Induktionsprinzip ist somit M = N. Nach Definition von M bedeutet
dies aber gerade, dass 0+1+24---+n =n-(n+1)/2 fiir alle natiirlichen Zahlen n
gilt, wie behauptet. ©

Zumeist formuliert man einen solchen Induktionsbeweis etwas knapper:
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Abbildung 2: Ein graphisches Argument fiir Beispiel 2

Losung. Wir beweisen die Behauptung durch vollsténdige Induktion.
Induktionsanfang. Die Behauptung gilt fiir die natiirliche Zahl 0, denn

0-(0+1)

0= 5

Induktionsvoraussetzung. Sei n eine natiirliche Zahl, die die Behauptung erfiillt.
Induktionsschritt. Dann gilt die Behauptung auch fiir n + 1, denn: Es gilt

O+14+2++(n+1)=0+1+2++n)+ (n+1).

Nach Induktionsvoraussetzung kénnen wir den Term in der ersten Klammer auf der
rechten Seite durch n - (n + 1)/2 ersetzen. Insgesamt erhalten wir somit

0+14+2+ - +n+1)=0+1+2+ - +n)+(n+1)

:%_’_(n_kl)
n-(n+1)+2-(n+1)
2
(n+2)-(n+1)
2
(n+1)-(n+1)+1)

5 .

Also ist die Behauptung auch fiir n 41 erfiillt, was den Induktionsbeweis abschliefit.
©

In diesem einfachen Beispiel gibt es auch ein schones graphisches Argument:

Losung. Sei n eine natiirliche Zahl. Wir betrachten dann die Situation in Abbil-
dung 2. Stellen wir uns den griinen Bereich in vertikale Balken der Breite 1 aufgeteilt
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Abbildung 3: Der Induktionsschritt im Parkplatzpuzzle

vor, so sehen wir, dass der Flidcheninhalt des griinen Bereichs die Summe 0+1+---+n
ist. Andererseits sieht man, indem man das Rechteck um 180° um seinen Mittelpunkt
dreht, dass der weifle und der griine Bereich denselben Flidcheninhalt besitzen. Also
ist der Flacheninhalt des griinen Bereichs halb so grof3 wie der Flidcheninhalt (n+1)-n
des gesamten Rechtecks. Somit folgt insgesamt
0+1+2+---+n:n'(g+l). ©
Der Vorteil des Induktionsbeweises ist jedoch, dass sich mit dieser Methode ohne
weiteres viele dhnliche Darstellungen von Summen etc. beweisen lassen (Aufgabe 1
und Aufgabe 3). Auflerdem koénnen wir mit dem Induktionsprinzip auch das zu
Beginn gestellte Problem l6sen:

Losung. (von Knobelaufgabe 1). Wir beweisen durch vollstindige Induktion, dass
folgende Aussage fiir alle natiirlichen Zahlen m gilt: Ist ein Feld eines 2" x 2"-
Frachtraums mit einem Container belegt, so lassen sich die restlichen Felder mit
L-Trominos fiillen.

Induktionsanfang. Entfernt man ein Feld aus einem 2° x 2°-Frachtraum, so bleibt
nichts {ibrig; dies kann man natiirlich mit (null) L-Trominos fiillen.

Induktionsvoraussetzung. Sei n eine natiirliche Zahl, fiir die die Behauptung gilt,
d.h., dass wann immer ein Quadrat eines 2" x 2"-Frachtraums mit einem Container
belegt ist, sich die restlichen Felder mit L-Trominos fiillen lassen.

Induktionsschritt. Wir zeigen nun, dass die Behauptung dann auch fiir n + 1 gilt:
Sei also ein Feld eines 2"*! x 2"+l Frachtraums mit einem Container belegt. Wir
teilen den 2”1 x 2"t Frachtraum wie in Abbildung 3 in vier 2" x 2"-Bereiche auf.
Ohne Einschrankung sei das von einem Container belegte Feld im oberen rechten
Bereich (sonst drehen wir die ganze Situation entsprechend). Aus den verbleibenden
drei Bereichen entfernen wir nun die drei inneren Felder wie in Abbildung 3.

Nach Induktionsvoraussetzung konnen wir jeden der vier Bereiche ohne die an-
gegebenen Felder mit L-Trominos fiillen. Die verbleibende Liicke (in der Abbildung
grau) fiillen wir mit einem weiteren L-Tromino, was die Induktion abschliefit.

Insbesondere gilt die Behauptung auch fiir den Parameter 2013, was einer positi-
ven Antwort aus dem urspriinglichen Parkplatzpuzzle entspricht. ©
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haben dieselbe Anzahl an Beinen
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Abbildung 4: Alle Marsménnchen haben dieselbe Anzahl an Beinen

2 Aufgaben

Aufgabe 1 (Summen von ungeraden Zahlen*).

1. Zeige durch vollstindige Induktion, dass
14345+ +2-n+1)=n+1)?
fiir alle natiirlichen Zahlen n gilt.

2. Kannst Du auch einen Beweis angeben, der auf dem Ergebnis aus Beispiel 2
beruht und keine weitere Induktion bendtigt?

Aufgabe 2 (Uberzeugende Induktion?*). Auf dem ICM (International Congress on
Martians) triagt Professor Pirkheimer iiber seine neueste Entdeckung vor:

Behauptung: Alle Marsmdnnchen haben dieselbe Anzahl an Beinen.

,Beweis“. Wir beweisen die Behauptung, indem wir folgende Aussage durch
vollstandige Induktion zeigen: Ist n eine natiirliche Zahl und A eine Menge
von n + 1 Marsménnchen, so haben alle Marsménnchen in A dieselbe Anzahl
an Beinen.

Induktionsanfang. Ist A eine Menge, die nur ein Marsméinnchen enthilt, so
haben alle Marsménnchen in A (also, nur dieses eine) natiirlich alle dieselbe
Anzahl an Beinen.

Induktionsvoraussetzung. Sei n eine natiirliche Zahl, fiir die die Behauptung
gilt.
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Abbildung 5: Ein Fabionicc-Chip der Grofie 8

Induktionsschritt. Wir zeigen nun, dass die Behauptung dann auch fiir n + 1
gilt: Sei nun A eine Menge von n+2 Marsméannchen, etwa mg, ..., my+1. Dann
enthalten die Mengen

Ay i={mog,...,mp} und Ay :={my,...,mpi1}

jeweils genau n + 1 Marsménnchen. Nach der Induktionsvoraussetzung (an-

gewendet auf A;) haben also die Marsménnchen my, ..., m, dieselbe Anzahl
von Beinen; ebenso haben auch die Marsménnchen my, ..., my4+1 dieselbe An-
zahl von Beinen (Induktionsvoraussetzung angewendet auf As). Da m,, sowohl
in Ay als auch in A, liegt, haben also my, ..., m,11 alle dieselbe Anzahl von
Beinen (Abbildung 4).

Damit ist der Beweis abgeschlossen. , @

Was ist falsch an Pirkheimers Argument?

Aufgabe 3 (Summen von Quadraten™). Zu einer natiirlichen Zahl n schreiben wir
Qn 3:6'(02+12+-‘-+n2).

Bestimme die Werte Qo, . . ., Q19. Was fillt auf? Formuliere eine Vermutung fiir eine
geschlossene Formel (wie in Beispiel 2) fiir die Werte @Q,, und beweise sie durch
vollstdndige Induktion.

Hinweis. Fiir alle natiirlichen Zahlen n ist @Q,, durch n teilbar. Welche weiteren Fak-
toren kannst Du entdecken?

Aufgabe 4 (Chips zdhlen**). Die Fabionicc-Chips der Grofle n bestehen aus einer
n x 2-Platine, auf der n Bauteile vom Typ Domino angeordnet sind, wobei sich
diese Dominos nicht iiberlappen (eine solche Konfiguration der Grofle 8 ist in Ab-
bildung 5 zu sehen). Sei ), die Anzahl solcher Konfigurationen fiir Fabionicc-Chips
der Grofe n.

1. Wie lésst sich fiir n > 1 die Anzahl C,,41 aus C), und C,_1 bestimmen?

2. Bestimme Cj, ..., Cip.
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3. Fabionicc, der Erfinder dieser Chips behauptet, dass man die Anzahl der mogli-
chen Konfigurationen ganz einfach an seinen Wurzel fiinf Fingern abzéhlen

konne, dass ndmlich
2 2

V5

fiir alle natiirlichen Zahlen n gelte. Stimmt das? Begriinde Deine Antwort!

Cy =

Aufgabe 5 (Verallgemeinertes Induktionsprinzip*™). Zeige, dass man das verallgemei-
nerte Induktionsprinzip aus dem Induktionsprinzip ableiten kann:

Verallgemeinertes Induktionsprinzip. Sei M eine Menge natiirlicher Zahlen, die
folgende Bedingung erfiillt:

(0) Induktionsanfang. Es ist 0 € M.

(4+1) Induktionsschritt. Fiir alle natiirlichen Zahlen n gilt: Sind 0,1,...,n in M,
so ist auch n + 1 in M.

Dann ist M = N, d.h. M enthéalt alle natiirlichen Zahlen.

Aufgabe 6 (Last moon standing®™*). Zu jeder natiirlichen Zahl n > 0 gibt es einen
Planeten Sphejous,,. Um den Planeten Sphejous, kreisen auf einer gemeinsamen
Kreisbahn n unbesiedelte Monde, die der Reihe nach Mj, ..., M, heiflen; insbeson-
dere ist der nédchste Mond nach M,, wieder M. Im ersten Jahr wird der Mond M;
von Robotern besiedelt. Im néchsten Jahr wir der in der Kreisbahn iibernéchste
noch verbliebene Mond von Robotern besiedelt. Im néchsten Jahr ...

Zur natiirlichen Zahl n sei L,, die Nummer des Mondes von Sphejous,,, der als
letztes von Robotern besiedelt wird.

***)

1. Skizziere, was in den ersten fiinf Jahren um den Planeten Sphejousg passiert.
Welcher Mond wird als letztes besiedelt?

2. Wie héangen Ls.,, und L, zusammen?
3. Wie hiangen L., 41 und L, zusammen?

4. Kannst Du die Werte L, Lo, ... durch eine geschlossene Formel darstellen?

Weiterfiihrende Links

Die Tiirme von Hanoi: http://www.cut-the-knot.org/recurrence/hanoi.shtml
Das Spiel Nim: http://en.wikipedia.org/wiki/Nim
Was sind eigentlich natiirliche Zahlen? http://de.wikipedia.org/wiki/Peano-Axiome
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Anhang: Verwandte Konzepte: Rekursion und Wohlordnung

Eine wichtige Konsequenz des Induktionsprinzips ist, dass es erlaubt, auf N Funktio-
nen rekursiv zu definieren (was z.B. beim Programmieren eine zentrale Rolle spielt):
Die 0 wird auf den gegebenen Startwert abgebildet und zusétzlich wird erklért wie
man fiir jede natiirliche Zahl n den Funktionswert bei n+1 durch den Funktionswert
an der Stelle n (und n selbst) berechnet. Mathematisch exakt lésst sich dies wie folgt
formulieren:

Rekursionsprinzip. Sei X eine Menge, sei s € X und sei N: Nx X — X eine Abbil-
dung. Dann gibt es genau eine Abbildung f: N — X mit folgenden Eigenschaften:

0. Esist f(0) = s.
1. Fiir alle n € Nist f(n+1) = N(n, f(n)).

Wir zeigen nun an einem Beispiel wie das Rekursionsprinzip angewendet werden
kann, um rekursiv Folgen zu definieren:

Beispiel 3. Wir betrachten die Menge X := N (also die natiirlichen Zahlen selbst),
als Startwert wihlen wir s := 0 und fiir den Rekursionsschritt wihlen wir die Funk-
tion N: Nx X — X, (n,z) — x +n+ 1. Dann erhalten wir mit dem Rekursions-
prinzip die rekursiv definierte Funktion f: N — N mit f(0) = s = 0 und

fn+1)=N(n f(n)) = f(n) +n+1

fiir alle n € N. Wenn wir uns nun Schritt fiir Schritt durch die Rekursion hangeln,
sehen wir, dass

fn)=fn=1)+n
=f(n—2)+n—-1+n

=f0)+0+1+-+n
=04+ 14---+n

fiir alle natiirlichen Zahlen n gilt. Das Rekursionsprinzip erlaubt es also, eine ma-
thematisch exakte Definition von ,,+ ---+“ in der Schreibweise ,0 +1 4 --- 4+ n“ zu
geben.

Analog zum verallgemeinerten Induktionsprinzip gibt es auch ein verallgemeiner-
tes Rekursionsprinzip, das es erlaubt, nicht nur auf den Funktionswert des direkten
Vorgéngers, sondern auf die Funktionswerte aller Vorgénger zuzugreifen.

Ein weiteres Konzept, das untrennbar mit dem Induktionsprinzip verbunden ist,
ist das Wohlordnungsprinzip:
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Wohlordnungsprinzip. Jede nicht-leere Menge von natiirlichen Zahlen enthélt ein
kleinstes Element.

Man kann zeigen, dass das Wohlordnungsprinzip zum Induktionsprinzip dquiva-
lent ist, d.h., dass man das Wohlordnungsprinzip aus dem Induktionsprinzip ableiten
kann und umgekehrt.

Das Wohlordnungsprinzip gilt z.B. nicht fiir die ganzen Zahlen (die Menge aller
ganzen Zahlen enthélt kein minimales Element) und auch nicht fiir die Menge al-
ler nicht-negativen rationalen Zahlen (die Menge aller positiven rationalen Zahlen
enthélt kein minimales Element, denn fiir alle x € Q mit x > 0 ist die rationale
Zahl 1/2 - x positiv, aber 1/2 -z < z.
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